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Q U A. T E R ",T I O N E N • 
1. Definitie en rekenregels~ Q•aternionen zijn systemen van reele 
' ' 
getallen viertallen ( ~<>, «-, ~ QCv o<...,), waarmee op de volgende wijze word.t 
gerekend: 
a) OPTELJ,ING. 
( 1, o<,' c{:t' °'J) + ( flo' ft,' ,Bl ,'j3J ) = (~+Po' °', + /3,, O{~ + f,,.' d.3+ A)• 
•) V1ffiMENIGVULDIGING met een GNI'AL. 
'A( ~, 0(1 , 0\, o<..,) = ( ~C\, 1'«(, Ao<1 , A«) b (<\A ,«/, «,.~ ,rx/ ... )= 
(a: ,o:.,o( ,o< )A. 
, O ! l -4 
Dient:engevolge bezit feder quaternion eer;i basisvoo~stelling: 
( <:\, «., c<i., c:;(_,) = ~eO + rA, el + ~ e 2 . + ~ e3 ' . 
met 
e0 = (l,0,0,0), e1 = (0 11,0,0), e 2 =-(0,O,l,0), e3 = (0,0,0,l) 
·c) QUATERNIONISCHE VERMENIGVULDIGING~ 
Geschieflt door op de basisvoorstelling·de regels van het letterreke-
- ' 
nen toe te passen, met inachtneming. der volgorde der f'a.ctoren, ter-
wijl 
e0 e1 = e 1 , (i = 0,1,2,3), e1 e 2 = - e 2 e1 = e3 , e 2 e3 = ~e3 'e2~e1 , 
e3 el=~ el e3 = e2 • 
Het product blijkt associatie:f en distributief te zijn, maar .n:i,et 
commutatief' .. 
Quaterni•nen, wa.arvoor alleen cx0 van nul verschilt, volgen dezel:f-
de rekenregels a.ls de_·re'gle- gei;a.llen; we zullen ze da:Rrom met· de' 
reele . getal.len identtf'ioeren e_n .doo:r Griekse lett,13:rs voorsteileri. 
Qua:ternionen, waarvoor o("::: 0 heten vectoren. Deze duid$n. we met klei.ne 
let-ters .a.an. Men kan ,ze op d~ g13'brui~elijk~ wijie 'meetkundig i:n.ter~ 
preteren als· l:i.jnsegmenten in de d:tiedimensional(,_ ruimte. Algemene -· 
quaternicinen· zullen we met hoo:fdletters ~anduiq.eri •. · J:ede~ qua.terri:fon, 
is dU$ te beschouweri a.ls _de som van_ ee:n reeel getal .e?t een ,,rector~ .. 
A =AI+, a , V\. ~ :', 
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Het quaternionj ache product van twee veotoren a en b ia bet 
quaterniom 
ab :ti: C«/l1+«,.e2+o<,.a;Hf/.:1+p1e2+Ae3 )= - a.b + axb, 
met 
a. b = « P. + c£ A + o,; R • 
,r, ,.,..,. ir-, (scalair product) 
a~b = ( «B - od:l )e1 +( «A - «~ )e2 + 1/ _; jF,, Jrl I. ,_\ ( « Q .. - o< 14 ) e3 ( vectorproduot) ,r.. ,r1 
Algemene productregel: 
Alt ,;,i ( <X + a)( fa + b ):i-: CX fl - a. b + ~ b + p a + ax b. 
2. Vectorreke!!.!.ng. 
a.b = 
a. b = b. a, ax b .. - bx a. 
·! (ab + bo.) 
½(ab+ bn) 
Vectoren heten onderling orthcgonual, indien a.b = O, dus ab+ ba = o. 
a. (bx. c)= b. (c x a)= c. (a)( b). Men duidt dit getal aan met 
(a,b,c) (determinantenproduct). Er geldt 
(a,b,c) = (b,c,a) = (c,a,b) = - (a,c,b)= enz. 
Indien (a,b,c) -/ 0 dan heet het tekon van (a,b,c) de schroafzin der 
vectoren a,b,c. De schroefzin van e1 , e2, e3 is positief. 
a. (bx c) = b{c.a) - c(a .. b) 
(a)(b).(e'Kd} 2 (a.c)(b.d) - (a.dXb.c) (La.grange) 
(a.xb)x(c',td) = (fl,b,d)c - (a,b,c)d 
(a,b,c)d = (b,c,d)a + (c,n,d)b + (a,b,d)c (Ontbinding la.ngs drie 
vectoren) .. 
3. Norm van ttn quatern~on. 
Het geconjugeerde van het qu:r:i..ternion A = 0< + a is hot qua-ternion 
* A = o< - a.. 'Er geldt de productstelling 
* ~ "" (AB) = B A • 
ill. :Iii 
De norm N(A) van het quaternion A is het get al N(A) = AA = A A 
1 1 ;i. 1. ), 
= «0 + «,+ o<.1 + «.J. Steeds is N(A) = 0., De norm is slechts nul indien 
het quaternion gelijk is a,9.n o, dus a.an (o,o,o,o). 
Bij iedere A /. 0 bestaat er eon A-l zodat 
AA-l = A-lA = 1, terwij1 A-l = 
In het bijzonder is N{ a)= - a.a = a .• e. ·,. 
Een quaternion met norm 1 heet genormocrd. 
De qua:ternionen vormen een (niet-commutatief) lichanm. 
_,_ 
4. Argument 'tan een guaterni(lll. 
Ben genormeord quaternion Q kunnen we achrijven ala Q = K + q met 
1 
k + l(q)• 1 .. We kunnen stellen cos 'f • k. Deor de voorwanrdan 
O li ty ii: 11 is f ondubbelzinnig bepn.nld. Men noemt I/' bet FA!nt van 
bet quaternion. Stellen we e sintt' • q, dan is e door N(e)= l vol-
ledig bepaAld. le hebben duss 
Q = cosf + e sin If'• ee • -1 (analogon dor oomplexe 
getallen). 
Ieder genormeord ql.i:lternion blijkt bot product to zijn van twee 
genormeerde vectoren n en b, 
Q = - a. b + ax b. 
Blijkbaa.r is cos 'Y = - a. b. We zull~n J' = iT - lfl noemen de hoek der 
vectoren a en b, zodnt cosl'l.o/ = ~ .. b. Voorts is sin J = sin f == 
(ax b). e= (s.,b,e), an daA.r dit gutal positiof' blijkt te zijn, is de 
schroefzin van a,b on e positicf, nlthnns, indien ty ~ 0 ant Tr. 
Een vlak loodrecht op oen gonormcordo vector n wordt door d1o 
vector ge9ri~nteerd, doordat wade zijde, waarheon die vector w1jst 
positief' kumen nooff[!n. Denken we tms twea snijdande trt snmenvallenda 
georiijnteorde vlakken. De a.nn do positiove zijden d9.lll'van gelegen 
halve ruimtcn hebben een tweavlakghoek gemoon. Daaraan gevon we de 
grootte 'f' , indien 7T-1JI .:ie hoek is der veotoren a en b., We kunnan 
blijkbaar een qu~terni~n steeds door een vlakkenpe.ar repreaenteren. 
5. Sforische tr;;gonomctrie. 
De letters a,b,c zullen nu niet meer vectoren a~nduiden. ~o enigo 
vectoren, die voorkomen dti.idcn we mot de letter e ar-i.n, die van een 
pa.ssende index is voorzion. 
We denken ons gegeven dric-niet in 66n vlak gelcgen gonormeerde 
veot•ren ea, ob' ec• Het levert voor het volgcnde gem~k op om da 
schroef£in da.n.rvan positiof tc onderstellcn. Do vla.kkon door aen 
punt O loodreoht op die vectorcn sluiten oen dricvlakshock in, dio 
op de gebruikolijke wijze mot een boldriehoek •P eon om O beschreyon 
boloppervlak in verband kan worden gobracht. De twecvlaksMo~ dor 
vlakken loodrecht op eb en e0 govon wo de grootte o< t onz. We bebben 
. 
ebx e0 • \ eino< • . 
en oykl. Daarbij z1jl'l e• , enz. genorn,eord.e veotoren, terwijl 
( eb. e0 ,e«.) > o. Voorta is e :>< e~ ainp sinf •( et ea.)>< ( ealteb) • 
( . • , a 
ea ea.,eb,e\;)• le moge·n stellon ·. 
ea sin a = ttepx o1 , 
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waarbij a voorstelt de hoek der vectoren e /3 en elf • Dus a +o<. == rr .. 
Zonder moeite blijkt (ea,eb,e0 )= sin a -sin J3 sin K .en cykl, w_aar-
uitt 
sin a 
= 
sin b sin c 
sinp = sin if sin o<. (sinusregel) 
Wegens er· e = 1 cos a hebben we: 
efo e = -¥ cos a+ ea sin a, en oykl. 
Uit de ralatie 
e /3 e eK e « e« eft = -- 1 
"' (! 
leidt men vooreerst a.f 
cos c = cos a cos b + sin a sin b cos 0 (cosinusrcgel) 
en verder 
sin a cos b = sin 1' cos a cos O + sin c cos f3 (proj0ctieregel) 
sin b cos a = s:in a cos b cos O + sin c cos p 
Deor toepassing van de sinusregel volgt nog 
sin a ctg b· = cos a cos 'o + sin¥ cgt f3 
sin b cgt a = cos b cos 0 + sind' ctg « 
( cotangente:nregel) 
Hiermede zijn de grond:formules der sferische trigonometrie gevonden. 
Ana.loge relaties vindt men uit de identiteit 
eb e 0 e0 ea ea eb = - 1. 
Eenvo-q.diger echtor d0or te let ten op'· de relatie a + <X. = rr ,- enz 
(ove~gang van de driehoek ~Pde pooldriehoek). 
Li teratuur: 
Louis Brand, Vector and Tensor Anr:i.lysis, N,few York - London 1947. 
